9.3.5 Korelace

Predpoklady: 9304

Zatim jsme se zabyvali vZdy pouze jednim znakem, ve statistickém vyzkumu jsme vSak u
kazdého jednotlivce (statistické jednotky) sledovali znaki vice. Urcité spolu n¢které znaky
souvisi (naptiklad vyska a hmotnost) = jde souvislost zachytit matematicky (vypoctem)?
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Korela¢ni koeficient znaki xay: r. =

Jak vzorec pozn4, Ze spolu dva znaky souvisi?
Vyzkousime jeho funkci na konkrétnim piipad¢ n€kolika studentii uvedenych v tabulce:

Vyska 205 150 180 155

Hmotnost 95 51 55 85

Protoze se ve vzorci vyskytuji jesté primery, musime predpokladat, Ze zndme primeérné
hodnoty vysky (naptiklad 175 cm) a hmotnosti (naptiklad 75 kg).

Pr.1: Projdi hodnoty uvedené v tabulce a najdi sloupce, které podporuji hypotézu, Ze veétsi
lidé jsou v primeéru t€zsi. Které sloupce této hypotéze odporuji?

i Hypotézu podporuji sloupce, ve kterych je jak vyska, tak hmotnost vétsi nez pramér, nebo
 sloupce, ve kterych jsou obé hodnoty mensi neZ priimér. Naopak hypotéze odporujf sloupce,
' ve kterych je jedna z hodnot vétsi nez primér a druhd je mens$i =

i » hypotézu podporuji sloupce 1 (obé hodnoty vEtsi neZ primér) a 2 (ob¢ hodnoty mensi
. neZ primér)
. » hypotéze odporuji sloupce 3 a 4 (jedna hodnota vétsi nez primér, druhd mensi).

Pr.2: Dosad jednotlivé sloupce tabulky do vyrazu (xl. —f) ( v~ y) a zhodnot,, jak

prispivaji k celkovému souctu i (xi - )_c) (yl. - i) .

i=1

-+ Lsloupec: (x,=X)(y,—¥)=(205-175)(95-75) =3020 =600 = ziskali jsme

: kladné ¢islo, které je tim vétsi, ¢im vétsi jsou ob€ hodnoty v porovnani s primery.

o 2.sloupec: (x,=%)(y,—¥)=(150-175)(51-75) =(-25) [{-24) =600 = ziskali
jsme Kladné c¢islo, které je tim vétsi, ¢im mensi jsou obé hodnoty v porovnani

| s prumgéry.

" 3.sloupec: (x, =%)(y, —¥)=(180-175)(55-75) =5[{~20) = -100 = ziskali jsme

zaporné Cislo, které je tim vétsi, ¢im vice se ob¢ hodnoty lisi od svych pramért.

-+ 4.sloupec: (x,=%)(y, —¥)=(155-175)(85~-75) =(~20) M0 =~200 = ziskali jsme
zaporné Cislo, které je tim vétsi, ¢im vice se ob& hodnoty 1isi od svych priméru.
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V piikladu jsme si ukdzali, Ze statistické jednotky, které potvrzuji hypotézu ,,vétsi je t&Z8i*,
prispivaji do sumy kladnymi ¢isly, statistické jednotky, které hypotézu popiraji, prispivaji
zapornymi Cisly.




Zkusime rozvazovat obecné a sledovat hodnotu soucinu v sume:

* vysoka a tézk4 statistickd jednotka (v souladu s pfedstavou, Ze oba znaky spolu
souvisi) = x, >Xx, y, >y = soulin (xi —f)(yi —i) je soucinem dvou kladnych
¢isel = do sumy ptiddvame kladné ¢islo (zvétSujeme jeji hodnotu),

* mald a lehka statisticka jednotka (v souladu s pfedstavou, Ze oba znaky spolu souvisi)
= x, <X,y <y = soulin (xi —f)(yi —i) je soucinem dvou zapornych Cisel =
do sumy ptiddvame kladné ¢islo (zvétSujeme jeji hodnotu),

* vysoka a lehka statistickd jednotka (odporuje predstavé, Ze oba znaky spolu souvisi)
= x;>X, y,>y = soulin (xi —f)(yi —i) je soucinem kladného c¢isla (xi —)_c) a
zaporného Cisla (y[ - y) = do sumy pfiddvame zaporné ¢islo (zmenSujeme jeji
hodnotu),

* mald a téZk4 statistickd jednotka (odporuje predstavé, Ze oba znaky spolu souvisi) =
X, >X,y, >y = soulin (xi —)_c)(yi —i) je soucinem zdporného Cisla (xi —Y) a
kladného ¢isla (y[ - y) = do sumy pifiddvame zaporné ¢islo (zmenSujeme jeji
hodnotu).

= Pokud vétsina jednotek odpovida predstavé, Ze oba znaky spolu souvisi, ziskdme sumaci
kladné ¢islo, pokud je pocet ¢lent, které predstaveé odpovidaji, ptiblizné stejny jako pocet
Clentl, které ji vyvraci, ziskdme sumaci ¢islo blizké nule.
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Jaky vyznam maji zbyvajici Casti vzorce?

1 . P o . - v e o Xl
* — -zndme z vypoctu prumeéru i rozptylu, zabrafiuje tomu, aby pfi vétSim poctu Cleni
n

vySel vétsi vysledek.

* 5,03, - sumou s¢itdme ndsobky odchylek od priimérd = pro soubory s vét§im
rozptylem bychom ziskali vét$i hodnotu i pfi mens$i mife zavislosti = po vydéleni
souCinem s, [$ odstranime zavislost na rozptylu hodnot a ziskdme vysledek

v intervalu <—1; 1> .

Pr.3: Co vypovida o vztahu veli¢in x a y hodnota korelace blizka:
a) l b) -1 ) 0?

) r(x,y) seblizi 1

1 je nejvyss$i mozné hodnota koeficientu r = souciny (x[ —)_c) ( v~ i) musely do sumy

. prispivat kladnymi ¢isly = veli€iny x, y jsou svdzdny dzkym vztahem ,,vét§i x znamend vetsi

b

(13

b) r(x,y) se bliz{ -1

-1 je nejniZ8i moZznd hodnota koeficientu r = souciny (x[ —)7) ( v~ i) musely do sumy
iz

 piispivat téméf pordd zdpornymi &isly (popiraly hypotézu ,,v&ts

A 213

namena t€z8{*) = veliiny

| X, y jsou svazdny uzkym vztahem ,,vEtSi x znamend mensi y*.

c) r(x,y) seblizi 0



souciny (xl. —)_c) (yl. - y) musely do sumy pfispivat stejn¢ kladnymi 1 zdpornymi Cisly =

1 veli¢iny x, y nejsou svdzdny vztahem ,,vétsi x znamend mensi y*“ (ani vztahem opanym).

Pedagogicka poznamka: Nasledujici odvozeni opét pouze ukazi pomoci projektoru.

nc SV e o1
Tvar r, y = = umoznuje interpretovat vnitini logiku vzorce, ale pro

praktické vypocty je pftili§ slozity.
Citatel zlomku je mozné upravit takto:

1 _ R _ 1 -
ZZ(xi—X)(y,-—y)=;Z(x,.y,.—xy,.—x,.y+xy)=ZZ(xiyl.+xy—xyl.+xy—xl.y—xy)=
i= i=1 i=1
1

_Z(xyl+x(y y)+y(x x) ) nyl 1iy(§_yi)+%gy()_c_xi) —>'xy

n iz i=l

3

Uprav1me jednotlivé sumy:

. Z ( y- yl) Z (i - yl.) =X (z minulé hodiny primér je takova hodnota, aby
n‘g n
se odchylky na obé¢ strany navzdjem odecetly),

. lz y (f - xl.) = ZZ (x X, ) bl [0 (z minulé hodiny primér je takova hodnota, aby
ni ng n
se odchylky na obé€ strany navzdjem odecetly),

. —ny Y =Xy (n-krat s¢itdme stdle stejnou hodnotu soucinu priméra xy ).
n iz
1 _ R _ 1 _
_Z(xi _x)(yi _Y) == (xiyi XY TXY +xy) :_inyi Xy
n = ni= ni=
J R —
;;xiyi Xy

Prakti¢t¢jsi vztah pro vypocet korelace: r, = G
s, L8

Samotny korela¢ni koeficient se Casto oznacuje jako Pearsontv korelacni koeficient, vyraz

v Citateli se nazyva kovariance (termin dobfe popisuje o co jde: KO(spole¢né)

VARIANCE(odchylky).

Pf.4: V tabulce je uvedeno prvnich Sest dvojic znakli zndmka z matematiky a zndmka
z fyziky. Ur¢i jejich korela¢ni koeficient.

X (zndmka z matematiky |3 2 2 4 3 2
[y (znamka z fyziky) 3 2 1 3 2 2
! +2+2+4+3+ +2+1+3+2+
: Pomocné vypocty: Y:3 2 264 S 2:2,67, §:3 2 163 2 2=2,17.

| —

(32+22+22+42+32+22)—2,672 =0,733

(@)

i

| —

(32+22+1Z+32+22+22)—2,172 =0,677

(@)




&
PO R) é(3B+2DZ+2D]+4E3+3E2+2E2)—2,67E2,17
- i=1

T, = =0,751
! s, LS, 0,733[0,677

Hodnota r, y = 0,751 znamena jizZ znacnou miru zavislosti.

Rucni vypocet korelacniho koeficientu je zna¢né zdlouhavy i pro pouhych Sest dvojic hodnot.
Vypocet je mozné (za ptiznivych okolnosti) urychlit tim, Ze sestavime a vyuZijeme tabulku
cetnosti, tentokrat Cetnosti dvojic hodnot znakl x a y = tabulka nemiiZe mit pouze jeden
fadek na zdpis Cetnosti, sledujeme dvojici znakli a kazdd mozna dvojice hodnot potiebuje své
policko.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici piiklad neni veden jako ptiklad, abych ho mohl jednak
postupné vysvétlovat u tabule (hlavné zacatek je tézky) a jednak libovolné
urychlovat tak, aby na ptiklad 5 zbylo alespon deset minut.

Naptiklad pro dvojice znakl ,,zndmka z matematiky* (pet hodnot) a ,,doba stravend studiem*
(pét hodnot), potfebujeme 5x5 =25 policek.

Znédmka z matematiky
1 2 3 4 5
1
Doba 2 2 1
stravena 3 1 2 8 2
studiem 4 3
5

Trojka v druhém sloupci a Ctvrté fadce znamen4, Ze tfi Zaci maji z matematiky dvojku (druhy
sloupec) a zdroven travi studiem trochu vétsi neZ primérné mnozstvi casu.

Z tabulky miZeme snadno ziskat i ¢etnosti pro jednotlivé znaky, naptiklad 2 z matematiky ma
pet zaka, které ziskame souctem hodnot ve druhém sloupci tabulky.

x —zndmka z matematiky, y — doba strdvena studiem

e _1O0+23+300+403 . __23+303+408
Pomocné vypocCty: x = T =279, y= 10 =3.
5= Y, —F = [ (10 +512° +1003 +3) -2,79° = 0,764
x n;:] J o 19
s, :\/%Zy?nj -y =\/$(22 B3+3’03+473)-3" =0,562
j=1

i(mmﬂmmﬂ[mutmwmB+2m3+3[2m)—2,79[3

ro=19 = —0,494

o 0,764 10,562

Co znamend zaporna hodnota korela¢niho koeficientu?



Zéci, kteff se vice snazi (vice hodin), maji lep$i zndmku z matematiky = vice hodin studia
znamend mensi zndmku z matematiky = oba znaky jsou na sobé& zdvislé, nadprimérnym
hodnotdm c¢asu, odpovidaji podprimérné hodnoty zndmky (vétSina Clenil v sumé by byla
zapornd).

Pr.5: Sestav tabulku relativnich Cetnosti a uréi korelaci znakli Zndmka z matematiky a
Maturita z matematiky. Studentiim, ktefi maturovat nebudou, piifad’ hodnotu 0,
studentiim, ktef{ maturovat budou, hodnotu 1. Jesté pfed vypoctem odhadni hodnotu
korela¢niho koeficientu.
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i Hodnota korela¢niho koeficientu bude zfejmé zdpornd, protozZe Z4ci nizsi (lepsi) zndmkou
z matematiky budou s vétsi pravdépodobnosti z matematiky maturovat (a budou mit u znaku
. Maturita z matematiky hodnotu 1 misto hodnoty 0).

Znamka z matematiky (x)
1 2 3 4 5
Maturita 0 2 8 3
z matematiky
1 1 3 2
)
' x —zndmka z matematiky, y — maturita z matematiky
: + + + +
Pomocné vypocty: }:1[1] 2513[]]0 4[3&2,79, ?=%=O,316.

s =\/12x*.2—f2 :\/%(IEH2+5E22+10E32+3E2)—2,792 =0,764

J
n j=1

i r . 2 + 2
b n’i 19

1< —
;ijyj‘xy 119(1[11[11+2E2[(D+3E2D]+8E3E(D+2E3[11+3@[(D)—2,79[(1),316
-l -

=
L =) 0,764 [0, 465

- =-0,556

Na zavér je nutné upozornit, Ze pomoci korelace zjistujeme vzajemnou souvislost dvou
znakl. Ze vzdjemné souvislosti v§ak nijak nevyplyva pfi¢inny vztah dokonce ani skute¢na
vzdjemnd souvislost vztah. I velmi vysoké hodnoty korelacniho koeficientu mohou byt dilem
ndhody, zejména dnes, kdy je mozné automaticky prohleddvat obrovskd mnozstvi informaci.
Velmi zajimavé piiklady ndhodnych korelaci jsou uvedeny na strankdch Spurious
correlations.

Navic i v piipad¢, Ze vysokd hodnota korela¢niho koeficientu odhali skuteCny vztah dvou
veli€in, nic ndm nefikd o sméru ptiinné souvislosti. Naptiklad je zfejmé, Ze vyska platu
koreluje s cenou soukromého automobilu. Tvrdit vSak, Ze si musime koupit drahé auto, aby
nam zvysili mzdu, by bylo velmi odvdzné. Kazdy citi, Ze ptiinnd souvislost je zfejmé
opacna.

Shrnuti: Korelace umoznuje zachytit vzajemnou souvislost dvou veli¢in.



